Ber echnung der Gravitationskonstante G
Cal cul ation of the Gravitational Constant

Das Gravitationsgesetz besagt, dal sich alle Massen gegenseitig
anzi ehen, dall diese Kraft dem Produkt der Massen proportional i st
und i ndirekt proportional dem Quadrat der Entfernung zw schen den
Massen. Die Gravitationskonstante macht aus di eser Bezi ehung eine
d ei chung, sie zahlt zu den wi chtigen universellen Naturkonstanten
Zur Ermttlung der auch nach Newton benannten Konstante wurden in
der Vergangenheit ausschliel3lich mechani sche Verfahren benutzt, die
vielen StorgroRBen unterliegen, weshalb G bisher als Konstante mt
grofRer Ungenaui gkeit gilt.

Ver gl ei chswei se i st die Unsicherheit einer Berechnung |l ediglich
durch di e Genaui gkeit der dabei verwendeten Naturkonstanten bedi ngt.
I n der Vergangenheit gab es diverse ergebni sl ose Versuche zur rech-
neri schen Bestimung von G [1]. Imfol genden zei gt der Autor auf
Basis der in [2], [3] geschaffenen theoret. G undl agen ei ne neue
Mogl i chkeit zur rechnerischen Bestinmung der G avitationskonstante.

Durch Ber echnungen rickt ei ne Reduzi erung der Unsicherheit von G

um nehrere Zehnerpotenzen in greifbare Nahe. Zunachst erscheint die
Ermttlung mttels zwei im Abstand r gegenlUberst ehenden El ektronen
nahel i egend. Anal og zum Coul onbschen Gesetz, bei dem sich Ladungen
mt unterschiedlichen Vorzeichen anziehen, |aRt sich Gavitation als
Anzi ehung ent gegengeset zter Pol e verstehen, wobei sich Coul onbkraft
Fc und Gravitationskraft Fg nach Betrag stark unterschei den:

2.307077 *10"-22 N
5.536972 *10"-65 N
4. 166E+42

Fc= 1/ (4*pi*eps0) * en2/ r"2
Fg= G nmen2/ r"2
Fc/ Fg= 1/ (4*pi *eps0) *(e/me)"2 /G

Der Quotient Fc/Fg wird auch als Eddington’s Zahl bezei chnet und

sel bst fur Feynman hatte das Krafteverhaltnis zwi schen zwei wechsel -
wi r kenden El ektronen grofle Bedeutung. Der Quotient Fc/Fg kann durch
den Term N2/ 24 ersetzt werden, wobei N als Large Nunber bezei chnet
wird [2]. Zunachst wird von dem 1986 vom i nternational en Codata- Kom -
tee anerkannten G= 6.67259(85) *107-11 [ m3/kg/s"2] ausgegangen [4].

Fc/ Fg= N2/ 24= 1/ (4*pi *eps0) *(e/me)”2 |G
N= sqr(24*(el/ ne) "2/ (4*pi *e0* Q) = 1. 000001155E+22 (1)

Das Ergebnis | aBlt erkennen, dal es sich bei der Large Number N um
ei ne grofRe Zahl mt dem Betrag von etwa 1*10722 handelt. 1986 waren
Angaben wie G= 6.672605E-11 typi sch, wobei die Large Nunber mt
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N= 1*10722 ohne nahere Begrindung vorausgesetzt wurde [3]. Der Zu-
samenhang zwi schen Masse und Nat urkonstanten wi rd durch die fol gende
Bezi ehung definiert, wobei Plancknmasse Mo ohne pi/2 Planck”s Intention
von 1900 entspricht. ZO ist der Wll enw derstand des Vakuums [ 3].

kg= (10°7A/ V) *(2* Al pha/ 3) * Nb* Z0

Diese G. stellt die Verbindung zu weiteren Naturkonstanten her, ihre
Erwei terung bietet die Miglichkeit der Ermttlung von & als G undl age
f ir Ausgangsdat en zur Besti mung der Large Nunber NO. In der Fol ge
wird far die Feinstrukturkonstante Al pha der Buchstabe b verwendet.

kg*nml's = 4*pi *2/ 3*b*c* sqr(h*c/ QG
(kg*m s)~2= (4*pi*2/3*b*c)"2 *h*c/ G

Q0 = 64/9*pi "2*br2*h*c”r3 [/ (kg*nls)”2
(€0 m2*kg/s *m3/s”"3 [ (kg*nls)"2

6. 672460436911E- 11 (2)
[ M3/ kgl s"2]

Der Index O bei ) bezieht sich auf die Zugrundel egung des Wertes fir
wei t ere Berechnungen. Nach Unformung von G.(1) erhéalt man

G= 24/ (4*pi*e0) *(el me)"2 | N°2

Und durch Substitution von e”2= 4*pi *e0*c"2*ne*re entsteht daraus
di e absolute M nimal variante einer d eichung zur Berechnung von G

G= 24*c"2*rel (me*N\2) [ M3/ kgl s"2] (3)

Durch G eichsetzung der A .(3) mt d.(2) kann N gewonnen werden

ch2*relme *24/ NV2 = 64/ 9*pi "2*b"2*h*c"3 / (kg*nls)"2

NO= 3/8*sqr(24*re/(c*h*me)) /(pi*b) *(kg*ni s)

NO= 3/4/ (pi*b) *sqr(6*re/ (c*h*me)) *(kg*nmfs)= 1.000010863884E+22 (4)
NO= sqr(m *s/m *s/kg/ m2 /kg) *kg*nis = di mensi onsl os

Der Index bei NO weist auf die Gundlage fur weitere Berechnungen hin.
Die rel. Unsicherheit von NOM2 ist durch die Unsicherheiten der betei-
ligten Konstanten mit re + 6.8E-10, h + 1.2E-8 und ne = 1. 2E-8 bedi ngt,
deren Sumre + 2.5E-8 betragt. Von Codata wurden im Zeitraum von 1986
bis 2014 fol gende verbindliche Werte zu G veroéffentlicht:

Tabel | e |

Codat a val ue Unsi cher hei t Dat um
= 6.67259E-11 + 1.3E-4 1986
= 6.673E-11 + 1.5E-3 1998
= 6.6742E- 11 + 1.5E-4 2002
= 6.67428E-11 + 1. 0E-4 2006
= 6.67384E-11 + 1. 2E-4 2010
= 6.67408E-11 + 4. 7E-5 2014



Di e Angaben zeigen, dall G im Jahre 2006 ein Maxi num errei chte, das
i n den darauf fol genden Jahren w eder etwas abfl achte. Der Gedanke
war geboren, diesen abnehnmenden Trend auf die El ektronmasse nme zu
bezi ehen, wel che sich nach der ungefornten d.(3) aus den Jahresan-
gaben zu G ergibt, also nme= 24*c"2*re/ (G*N'2). Diese Werte wurden
zur préazisen Auswertung auf die in d.(2) und G.(4) angegebenen
Werte G0 und NO bezogen. Damit ergeben sich fol gende Abwei chungen
fiar die einzelnen Jahreswerte:

Tabelle |11

D = 6.6724604E- 11 nme- bezogene Abwei chungen
Abw= c"2*re/ QD *24/ NOM2 [ e = 0.000 Bezug
Abw= c”2*re/ GL *24/ NO*2 /e = -0.194E-4 1986
Abw= c”2*re/ @ *24/ NOM2 [ e = -0. 808E-4 1998
Abw= c”2*re/ G3 *24/ NOM2 /e = -2.606E-4 2002
Abw= c”2*re/ A *24/ NOM2 [ e = -2.726E-4 2006
Abw= c”2*re/ Gb *24/ NOM2 /e = -2.067E-4 2010
Abw= c”2*re/ 6 *24/ NOM2 [ e = -2.426E-4 2014

Aus di esen auf die El ektronmasse bezogenen Abwei chungen wur de abge-
leitet, daR die von Codata angegebene G Zunahnme auch auf eine durch
d . (3) gegebene ne- Abnahne zu erklaren ist. Es gestaltete sich als
schwierig, die einzige dafir infrage komrende Ursache zu finden. Im
Zei traum zwi schen 1986 und 2014 reduzierten sich die von Codata fir

me angegebenen Massen mt dne/ nme= -6.74*10"-7 auf vernachl assi gbare
Weise. Es konnte sich also nur um einen Kardinal fehler bei der Ermtt-
lung von G um 1986 handel n, der im Verl auf von Jahren beseitigt wrd.
Erste Anhal t spunkte ergaben sich aus demin Fachliteratur viel disku-
tierten Einflul3 der Mtbewegung des Protons bei m Wasser st of f at om

Ein endlich schwerer Kern bewegt sich unter dem Ei nfluss der Masse
des El ektron um den genei nsamen Schwer punkt, was fur di e Rydberg-
Konstante Ry Korrektur der Form Ry(real)= Ry/(1+ nme/nH)= -5.4*10"-4
zur Folge hat. deichzeitig erhdoht sich die Masse des El ektron durch
seine relativist. Um auf geschw ndi gkeit v/c= 3.6*10"-3, was den Ein-
flul3 weiterer, nur unvollstandig zu erfassender, G 6Ren aufzeigt [5].

Di e Reduzi erung der Rydbergkonstante von Ry auf Ryr gilt auch fiar die
Masse des El ektron, da auch gilt: me(real)/me= 1/(1+ ne/nH) = -5. 4E- 4.
Zur Ermttlung der real w rksamen Rydbergkonstante Ryr wird die von
Codata in [6] genannte hydrogen transition frequency zugrunde gel egt:
VH(1S1/2- 2S1/2)= 2.4660614131870E+15 + 4.2 Hz (71). Damit ergibt sich
die real wrksame Rydbergkonstante Ryr:



Ryr= 2.4660614131870E+15 Hz /c *4/3 = 10967860. 58657 [ 1/ m
Ryr= 1. 0967860586570E+7 + 1.8% 10715 [1/m
Ry = 1.0973731568508e+7 + 5.9* 10712 [1/m

Di e Rydbergkonstante Ry gilt als genaueste Naturkonstante Uberhaupt.
Der di nensionsl ose Quotient Q zwi schen i hr und der real w rksanen
Rydber gkonstante i st Dreh- und Angel punkt der Berechnung, er betragt

Q= sqr(Ryr/Ry)= 0.9997324625913 * 3. OE- 12 (5)

Die Differenz = sqr(Ryr/Ry) -1 = -2.675374E-4 entspricht der in der
Tabell e Il dargestellten me- bezogenen Abwei chung. Der Vergleich zeigt,
dall durch den Quotient die angesprochenen Probl eme bei der Nachbil dung
korrekter Verhaltnisse beimH Atomund ebenfalls bei der Ermttlung
von G nach Q. (3) uUberwunden werden kdnnen. Auf dieser Basis |aRt sich
die Gravitationskonstante mt den deichungen (3), (4), (5) berechnen.

NO = 1.000010863884E+22

NO~2= (1. 000010863884E+22) "2 + 2.5E-8

Q = 0.9997324625913 + 3.0E-12

G = 24*c"2*rel (me*N\2)

Gneu= 24*c"2*re/ (me*Q*NO"2) = 6.67424604E-11 [ nt3/kg/ s"2] (6)

Nunmehr wird untersucht, welche Abwei chungen zuverl assi ge Angaben zu
G aus der Literatur gegeniuber dem berechneten Wert Gneu haben. Dazu
werden in Tabelle |11l zundchst nur gl aubhafte Werte zum Vergl ei ch
her angezogen, auch wenn sie teilweise nehrere Jahre zurickli egen:

Tabelle |11

Nennwer t Unsi cherheit Herkunft Jahr Quel l e

Ga= 6. 67425E-11 + 1. 26E-5 G Wwrld 1997 [ 7]

Gb= 6.674215E-11 + 1.38E-5 Uni Washi ngt on 2000 [ 7], [4]

Gc= 6.67435E-11 + 1.9E-5 UCl - 14 | nput 2014 [ 6]

Gd= 6. 67408E- 11 + 4.7e-5 Codat a val ues 2014 [ 6]

We folgende Tabelle 1V zeigt, liegen alle Abwei chungen di eser Wrte

gegeniuber dem berechneten Wert Gneu= 6. 67424604E-11 innerhalb der von
den Autoren angegebenen Unsicherheit. Das Verhadltnis von berechneter
Abwei chung zu Unsi cherheit betragt weniger als eine Standardabwei chung.

Tabelle IV

Quot i ent Abwei chung Abw. / Unsi cher hei t
Ga/ Gneu -1 + 5.922E-7 0. 047

Gb/ Gneu -1 - 4.651E-6 0. 337

Gc/ Gneu -1 + 1.557E-5 0. 797

Gd/ Gneu -1 - 2.487E-5 0. 529



Ei n Ergebni svergleich der i mJahre 2002 nodernsten Angaben nach [7],
Tabelle 7.5 mt Gneu zeigt, dal alle darin angegebenen Tol eranzen

ei ngehal ten werden. Anders ist es bei den von Codata in [6] Table XV
gemacht en Angaben zu G wo von 14 Literaturstellen lediglich die

fol genden 5 di e i hnen zugeordneten Fehl ertol eranzen ei nhalten:

Bagl ey and Luther (1997) LANL-97 6. 67398E-11/Geu -1 = -3.98E-5
@undl ach and Merkowi tz (2000, 2002) 6.674255E-11/Gheu -1 = +1. 34E-6
Kl ei nvol3, Kl einvol3 et al. (2002) 6. 67422E-11/Greu -1 = -3.90E-6
Schl anm nger et al. (2006) UZur-06 6.67425E-11/Gheu -1 = +5.92E-7
Newran et al. (2014) UC -14 6. 67435E- 11/ Greu -1 = +1.55E-5

Tabl e XV | aRt erkennen, dalR von Codata zu G angegebene Werte zum Tei
groflen Abwei chungen unterliegen. Das wird deutlich bei Verwendung des
Mttelwertes der 14 enthaltenen Werte mt G= 6.673671E-11 anstelle von
Gneu, wobei nur 4 von 14 Werten i m angegebenen Tol eranzbereich |iegen.

Zur praxi snahen Berechnung von G ist die Zusanmenfassung der unter
d.(4) und . (5) genannten Ergebni sse zu ei ner Konstante K sinnvol l

K= (1. 000010863884E+22) "2 *0.9997324625913
K= NO"2*Q= 9. 997541846643E+43 + 2.5E-8 (7)

Aus der abs. Mninalvariante A .(3) |lassen sich weitere d eichungen
abl eiten, indem der Elektronradius re einmal durch die Bezi ehung
re= b*Lc/(2*pi) und andermal durch di e Beziehung re= b"3/(4*pi *Ry)
ersetzt wrd:

Gneu= 24*c"2*rel (me*K)
Gneu= 12*b*c"2*Lc/ (pi*me)/ K
Gneu= 6*c"2*b"3/ (pi *me*Ry)/ K

6. 67424604E-11 + 3. 7E-8 [ nt3/ kg/ s"2]
6. 67424604E-11 + 3. 7E-8 [ nt3/ kg/ s"2]
6. 67424604E-11 + 3. 7E-8 [ n3/ kg/ s"2]

Di e Unsicherheit bei der Berechnung von G wird vorw egend durch NO"2
nach A .(4) bzw. die Konstante K + 2.5E-8 nach @ .(7) bestimt. Dazu
kommt bei d.(3) noch die Unsicherheit der Elektronnasse nme + 1.2E-8
Di e Ungenaui gkeit der noch beteiligten Konstanten kann vernachl assi gt
werden. (b = 2.3E-10, Lc £ 4.5E-10, re + 6.8E-10). Die Unsicherheit
der El ektronnmasse nme bestimt al so den Gesantfehler der G Berechnung.

Ei gentliche Ursache der Ungenaui gkeit von ne ist die zugrundeliegende
Avogadro- Konstante mt NA = 1.2E-8, wodurch eine weitere Erhdhung der
CGenaui gkeit von G begrenzt wird. Prinzipiell ist die Genauigkeit von G
auf das 3-fache der fur NA geltenden Unsicherheit begrenzt. Durch SI-
Bestrebungen i st Angl ei chung auf NA= 6.022140758E+23 + 1. 0E-8 [ 1/ nol]
geplant [8], was kinftige CGenaui gkeits- Grenzen von G deutlich macht.



DAS G FELD I ST ENERG E ! FOLGA.I CH EXI STI ERT KEI'N , LEERER* RAUM AUCH

DAS ELEKTRON LI EFERT SEI NEN BEI TRAG. .... (M Geil haupt)
Den Ber echnungen |iegen fol gende Naturkonstanten zugrunde:
b = 7.297352568653E- 3 Al pha
c = 2.99792458E+8 [ M s]
h = 6.626070153139E- 34 [ J*s]
Lc= 2.426310238167E- 12 [ N
= 9.109383707749E- 31 [ kg]
= 6.022140758E+23 [ 1/ mol ]
re= 2.817940325365E- 15 [ N
= 1.097373156852E+7 [ 1/ m
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